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Opgave 1. Vi betragter fjerdegradspolynomiet P : C — C, som er givet
ved forskriften

Vz€e C:P(z)=z"+52° + 1322 + 192 + 10.

Desuden betragter vi differentialligningerne

d*x d>x d*x dx

— — 4+ 13— + 19— + 10z =
(%) dt4+5dt3+ 3dt2+ 9dt+ 0z =0,
og

d*x d>x d?

T dx
45— 4+ 13— + 19— + 10z = 96¢.
(%) o +5dt3 + Bdﬁ + 9dt + 102 = 96e

(1) Vis, at tallene z = —1 og z = —2 er rpgdder i polynomiet P. Bestem

dernaest samtlige rgdder i polynomiet P.

Lgsning. Ved udregning ser vi, at P(—1) = P(—2) = 0. Ved poly-
nomiers division opnar vi, at

P(z) = (2 +1)(2 +2)(* + 22 +5),

og da
P2+ 2 45=02=—1421V z2=—1—2,

ser vi, at polynomiet P har rgdderne z = —1,2 = =2,z = —1 + 2i og
z=—1-—2i.

(2) Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen (x), og pavis,
at (x) er globalt asymptotisk stabil.



Lgsning. Pa baggrund af svaret i ovenstaende spgrgsmal, ser vi, at
differentialligningen (x) har den fuldsteendige lgsning

x=cre ' + e + cze ! cos(2t) + e sin(2t),

hvor ¢y, ¢y, c3,¢4 € R. Da alle rgdderne i polynomiet P har negativ
realdel, er differentialligningen (x) globalt asymptotisk stabil.

Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen ().

Losning. Vi gaetter pa en lgsning af formen & = Ae’. Vi finder, at
7 = Ael, 1" = Ae', 3" = Ae! og 7" = Ae'. Indsxettes dette i diffe-
rentialligningen (xx), ser vi, at 48A = 96, sa A = 2. Den fuldsteendige
lgsning til (xx) er derfor

r=cre” !+ coe ™ + cze! cos(2t) 4 cue sin(2t) + 2¢,

hvor ¢y, ¢, c3,c4 € R.

For ethvert a € R betragter vi den homogene, linesere differentiallig-
ning
dr  d*z d*x dx

— —2a— +ax =0,

(x %) T T Ty

Opstil Routh-Hurwitz matricen A4(«) for differentialligningen ( * ),
og pavis, at (x x *) ikke er globalt asymptotisk stabil for noget o € R.

Lgsning. Vi ser, at

1 2« 0 0
1 o « 0
A)=149 |  oq 0
0 1 a o«

De fire ledende hovedunderdeterminanter for matricen A4(a) er Dy =
1,Dy = 3a,D3 = —6a® — a = a(—6a — 1) og Dy = o*(—6a — 1).
Hvis differentialligningen (#x*3x*) havde vaeret globalt asymptotisk stabil,
skulle alle determinanterne Dy, Dy, D3 og D, have veaeret positive. Men
vi ser, at sa skal & > 0 og a < —%, hvilket giver en modstrid.



(5)

Kunne man have afgjort, at differentialligningen (* x x) ikke er globalt
asymptotisk stabil for nogen veerdi af parameteren a@ € R uden at have
opstillet Routh-Hurwitz matricen A4(«)?

Lgsning. Ja, idet ikke alle koefficienterne i differentialligningen (s * )
er positive.

Opgave 2. Vi betragter korrespondancen F' : R — R, som har forskriften

[0,—2x], forxz <0
VeeR:F(x)=1<[-5,5], forz=0,
[—2x,0], forxz >0

og funktionen f : R? — R, som har forskriften

V(x,y) € R*: f(x,y) = 2° + yz.

Desuden betragter vi korrespondancen G :10,10] — R, som er defineret
ved forskriften

(1)

[0,1], forO<z <5
VYV €]0,10] : G(z) = { R, forx =5 :
[—1,0], forb <z <10

Vis, at korrespondancen F' har afsluttet graf egenskaben.

Lgsning. Da grafen for korrespondancen F' er afsluttet i R?, har F
afsluttet graf egenskaben.

Vis, at korrespondancen F' ikke er nedad hemikontinuert.

Lasning. Vi betragter en konvergent fglge (), der har 0 som greense-
punkt. Der findes da ingen konvergent folge (yx) med greensepunkt
1 € F(0), sa yp € F(xy) for ethvert k& € N. Dette viser, at F' ikke er
nedad hemikontinuert.

Vis, at korrespondancen F' er opad hemikontinuert.

Lgsning. Der er kun grund til at overveje hemikontinuiteten i x = 0.
Lad U veere en aben omegn af meengden F(0) = [—5,5]. Vi ser da, at
der findes et 6 > 0, sa F'(z) C U for ethvert x €] — 4, d[. Man kunne fx
veelge 0 = 1. Hermed er pastanden vist.



(4)

Bestem en forskrift for den maksimale veerdifunktion v, : R — R, idet
udsagnet
Ve R :v,(r) =max{f(x,y) |y € F(x)}

er opfyldt.

Lgsning. Vi finder, at

2 forx<0,idet y =0
for x =0, idet y € [-5,5] .

x
() =< 0
x®, forx >0,idet y =0

)
2

Bestem en forskrift for maksimumskorrespondancen M, : R — R, idet
udsagnet

VeeR: My(r) ={y € F(z) | f(z,y) = vu(2)}

er opfyldt.

Lgsning. Pa baggrund af svaret i det foregaende spgrgsmal opnar vi,
at

{0}, for x < 0
M,(z) = ¢ [-5,5], forxz=0.
{0}, for x > 0

Vis, at korrespondancen G har afsluttet graf egenskaben.

Lgsning. Grafen for korrespondancen G er afsluttet relativt til M =
]0,10] x R. Derfor har G afsluttet graf egenskaben.

Vis, at korrespondancen G ikke er nedad hemikontinuert.

Lgsning. Vi betragter en konvergent fplge (x)) fra meengden 0, 10],
som har 5 som graensepunkt. Der findes da ingen konvergent folge (i)
med greensepunkt 7 € G(0), sa y, € G(zy) for ethvert £ € N. Dette
viser, at GG ikke er nedad hemikontinuert.

Vis, at korrespondancen GG er opad hemikontinuert.

Lgsning. Der er kun grund til at overveje hemikontinuiteten i x = 5.
Da G(x) C R for ethvert x €]0, 10|, er pastanden sand.



Opgave 3. Vi betragter den funktion f : C — C, som er givet ved
forskriften
VzeC: f(z) = 2%+ 2iz — 1.
(1) Bestem funktionsveerdierne f(i) og f(—1).
Lgsning. Vi ser, at f(i) = —4 og f(—i) = 0.
(2) Lgs ligningen f(z) = 0.
Lgsning. Vi finder, at

f(2)=0&2242iz2—-1=0& 2= —i.

(3) Lgs ligningen f(z) = —=z.
Lgsning. Vi opnar, at

fR)=—z222+2iz2-1=—222+(1+2)2-1=0&

—1—-2it,/(1+2i)2+4 —1—-21£vV1+4
2 2
—1—21+
z:#, hvor w? =1 + 44.

Nu finder vi, at

s ()

og dermed finder vi, at

1 1 [V1T+1 1 [V1T—1
oy 1| v
2 2 2 2 2

Z2=——=—=
2 2

1 1 /V1T+1 (1 [V1T—1
55\ A )



Opgave 4. Vi betragter integralet
1
I(x) = / (4u —u? + 2 — 42%) dt.
0

Vi skal lgse det optimale kontrolproblem at maksimere I (z), idet & = f(¢,z,u) =

2u, z(0) = § og z(1) = 2.

(1) Opskriv Hamiltonfunktionen H = H (t, z,u, p) for dette optimale kon-
trolproblem.

Lgsning. Vi ser, at

H(t,x,u,p) = du — u® + x — 42” + 2pu.

(2) Vis, at dette optimale kontrolproblem er et maksimumsproblem.

Lgsning. Vi far, at

OH OH
—=1—-8r=—-pog — =4—-2u+2p=0,
ox ou
sa —p=2—uog —p:—u:l—&v:—%j. Desuden ser vi, at

H'(z,u) = < _08 _02 )

Det er nu klart, at matricen H”(x,u) er negativ definit, sa funktionen
H = H(x,u) er strengt konkav, og dermed er det forelagte kontrol-
problem et maksimumsproblem.

(3) Bestem det optimale par (z*,u*), som lgser problemet.
Lgsning. Da —u =1 — 8z, og da & = 2u, ser vi, at u = %i’, sa
L. .
(8) —§x:1—8x(:)x—16x:—2.

Det karakteristiske polynomium for den tilhgrende homogene differen-

tialligning, altsa differentialligningen 7 —16x = 0, er P(\) = A\>—16. De

karakteristiske rgdder er derfor A = +4. Desuden er & = % en lgsning



til differentialligningen (§), sa den fuldsteendige lgsning til denne dif-
ferentialligning er derfor

1
r = Ae* + Be ™ + g’ hvor A, B € R.
Da z(0) = 3, er B=—A, sa
.21::A(<a4t—e_4t)—|—1 hvor A € R
87 )

og da z(1) = 28—5, far vi, at A = e4f€_4 = ;;ejl. Den sggte lgsning er da

= 6836_41 (e4t B 6741‘/) + ;
Nu er A
= 612_6 : (64t—|—6 4t)’

hvoraf vi ser, at



